BIRAPPORT

1. Birapport de quatre nombres

On appelle birapport des quatre nombres a, bdcpticés dans cet ordre la quantité notéee

(a, b, c, d) telle que : lfac, d) :C;+;

Propriétés :
Si(a, b, ¢, d) =k, alors, (a, b, d, c)i:et (a,c,b,d)=(d,b,c,a)l=k

A l'aide de ces relations, on peut déterminer lagport d’'une permutation quelconque des quatre
nombres (a, b, c, d).

2. Birapport de quatre points alignés

On appelle birapport des quatre points alignéB &, et D placés dans cet ordre le birapport
de leurs abscisses. On le note (A, B, C, D).

(A B, C, Dy SA-DA

CB DB

Cas particulier

Le quadruplet (A, B, C, D) de quatre points afigrest une division harmonique si
(A,B,C,D)=-1

Théoreme de conservation du birapport par une petise

Si A, B, C et D sont quatre points alignés
sur une droiteA et S est un point extérieur/ ;
si A" est une droite qui coupe les droites (SA),
(SB), (SC) et (SD) respectivementen A’, B’, C’
et D’, alors

(A,B,C,D)= (A", B, C, D)

Démonstration:

On trace la patdla (SA) passant par B :
elle coupe (S@)Met (SD) en M.

On trace la pariala (SA) passant par B’ :
elle coupe (SG)N et (SD) en M'.

P

On applique ledh&me de Thalés dans les
triangles SACS&AD :

SA_CA , SA _DA
NB CB MB DB




alors, (A, B, C, D) = SA SA _ - MB

NB MB NB

On montrerait de méme que (A, B', C', D) =— LN/I : .
En considérant 'hnomothétie de centre S qui tramséoM en M’
NenN’

BenB’
donc (A, B,C,D)= (A", B, C, D).
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Si les quatre droites sont paralléles, il suffagpliquer le théoreme de Thalés.

Si les quatre droites sont paralléles, il suffagpliquer le théoreme de Thales

33— Birapport de quatre droites concourantes ou parallé&es

On définit le birapport de quatre droites concatea ou paralléles par le birapport de leurs
guatre points d’intersection par une droite quedten

On note :
(d;,d3,d;,d,) = (A B, C, D)

Si la division (A, B, C, D) est harmonique,
alors, le faisceau des quatre droites est
appelé faisceau harmonique.

Exemple : on peut montrer que le faisceau formé par dewitedroet leurs bissectrices est
harmonique.
On considere un triangle ABO,

sa bissectimérieure [OC)

~ sa bissectesdérieure [OD) qui est
B perpendicutadr [OC).
T ((OA), (OB), (OC), (OD)) =-1

3. Paralléles et points a l'infini

On reprend la démonstration du théoréme de coas@nvdu birapport par une perspective.



(A B, C,D)= SA.DA
CB DB

Si B est fixe et A tend vers I’infin% tend vers 1.

Etant donné une droite, on peut donc introduiregmnt a I'infini avec la convention que le rapport
de deux segments ayant I'infini comme extrémitélest

Cas du faisceau harmonique

Soient quatre droited, ,d,,d5,d, concourantes en un point O et de birapport egdl;2elles
forment un faisceau harmonique.

Théoréme Si on coupe un faisceau harmonique par unelpkeral I'un de ses rayons, les points
d’intersection avec les autres rayons sont teld’gneest le milieu des deux autres.

(A) est parallele &, et coupe les droited, enA,, d, enA,etd; enA;.
Alors, AJA, =ALA;,

4. Perspective d’une colonnade

On veut représenter en perspective une allée batel€olonnes régulierement espaceées.
Les propriétés de la transformation permettentcdestructions simples.




L’allée est dans un plan horizontal (H) limitée daux demi-droites parallelef (A, ) et (ByA,)

On considere les poind,A,..A et B;,B,..B,de chacune de ces demi-droites, avec
AA,=AA,=..=A A, et B,B,=B,B, =...=B,4B,.

Les colonnes sont supposées verticales et de nuégedur.

La perspective est définie par son sommet S, ailudessus de (H) a une certaine distance (la
projection de S sur (H) est au milieu de I'alléepar son plan (V) perpendiculaire aux droites

(AOAoo) et (BOAoo )
Les sommets des colonnes issued\det B, sont appelés respectivemedfet D,,.
Représentation du plan (V) :
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Pour tout n, le poinA ,, est le milieu depA, A,.,], donc la division A, ,A .5, A .1, AL ) est

harmonique. La perspective conservant le birapgsodivision @, ,a,,,,,8,.1,90. ) des points

transformés sera harmonique.
Dans le plan (V), la droiteh(, ) est la transformée de la droite a I'infini dumpl@l). Les droites

paralléles AA,) ,(BpAs ), (CoCh), (DyD,,) sont transformees e\gd,, ), (Byd,, ), (Cyd., ) et
(Dyd., ) concourantes ef,, (Qui est la transformée du point a I'infigi,, de la direction
considérée).

Alors, (h,,) est paralléle a4 ,B,), 16,= SS’, et | est le milieu dej,B,].

Soit P un point dé, . Le faisceau de droites (&),(Pa,.,),(Pa,.;).(Pd,)) est harmonique . Son

intersection avec une paralléle a I'un des rayshsefle que I'un des points est a l'infini, un r@ut
est milieu du segment défini par les deux derrpeists. Sia,, est I'intersection de (&,) avec
(AyBy), alorsa,,; serale milieu du segment[,a,,,].
Il suffit alors de déterminer la position @gsur (A 3., ) pour pouvoir construire tous les poirats.
Sionposed=S'l e, A, ;=L eten considérant des triangles semblables, on a

Aoy _Aed; _ A

A, Al d+r
On peut donc places, sur (A3, ), puis les pointsi, tels queAj o, =nAgo, .....




Une droite parallele au plan (V) se transformantiea droite paralléle a la premiére, on peut alors
construire les pointy,,, c,,,...car (@,b,) // (A,By), (a,c,) // (A,Cyp),-..



