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Mathématiques : statistiques et simulation

Dans ce document (d’apres sujet HEC 2004, math 2, optiono&cigjue), je vous propose d’étudier une
situation de jeu traitant des them@®babilité conditionnelle et indépendan@vec mise en oeuvre d’'un
algorithme de simulation du jeu.

Description du jeu. On considére une suite infinie de lancers d’une piece bgéd, c’est-a-dire
pour lagquelle, a chaque lancer, les apparitions de "pildéeface” sont équiprobables.

On admet que cette expérience est modélisée par un espaebdiis®(Q, .4, P) que I'on ne cherchera
pas a décrire.

Pour tout entier naturel non nul, len-ieme lancer est appeléncer de rang ret on désigne pédf,
I'événement “face apparait au lancer de rathgt parF, I'événement "pile apparait au lancer de rarig

Deux joueurs] etJ' s'affrontent dans le jeu dont les régles sont les suivantes :

- le joueurJ est gagnant si la configuration "pile, pile, face" appadaits la suite des résultats des lancers,
avant que la configuration "face, pile, pile" n’apparaisse

- le joueurd’ est gagnant si la configuration "face, pile, pile" appadaits la suite des résultats des
lancers, avant que la configuration "pile, pile, face" ipagaisse ;

- si 'un des joueurs est gagnant, I'autre est perdant ;

- si aucune des deux configurations "pile, pile, face" eté&faile, pile" n’apparait, il n’y a pas de gagnant,
et les deux joueurs sont perdants.

Simulation. On se propose de mettre en oeuvre un programme permettadesd’une calculatrice,
de simuler le jeu de "pile ou face" étudié. On considere ¢athme suivant, dans lequeindon(0; 1) donne
aléatoirement la valeur 0 ou 1, ces deux valeurs étant éhaptes.

Algorithme Quigagne
début
x=0;y=0;k=0;
tant quex < 3 ety < 3, faire
début
k=k+1;r=randon(0;1);
sir = 1, alors début
six > 1, alorsx = 2, sinonx = 1;
siy>1,alorsy=y+1,;
fin
sinon déebut
six = 2, alorsx = 3, sinonx = 0 ;
y=1;
fin
fin
six = 3, alors écrire ('..."), sinon écrire (...") ;
fin;

1) Donner sous forme d’un tableau les valeurs prises sugeessnt par les variables y etk lors de
I'exécution de cet algorithme si les valeurs données a labker parrandon(0, 1) sont successivement :

a)l1,1,1,1,0; b) 1,0,1,0,0,0,1,1; ¢)0,1,0,1,0,1,1.

2) Que représente la derniére valeur prise par la varkaéns I'algorithme ci-dessus, et quel texte
pourrait-on substituer aux pointillés dans la dernierérircsion ? Qu’afficherait alors la calculatrice dans les
trois exemples de la question 1) ?

3) Ecrire un programme, correspondant a I'algorithme &isds, utilisable sur votre calculatrice.
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Une ébauche détude probabiliste du jeu

4) Y a-t-il toujours un gagnant ?
a) La condition de sortie du "tant que" est-elle toujoursfi&a a un moment donné ?
b) Effectuer la simulation de 100 parties de ce jeu et inditmé&équence de parties gagnées pate
parties gagnées pdr, de parties sans gagnant.
¢) On peut démontrer que lors d’une partie, la probabilitéd gait un gagnant est égale a 1. Ce
résultat est admis au niveau du lycée mais peut étre dém@ofr&omplément 1 ci-aprés).

5) Le jeu est-il équitable ?
a) Représenter sur un arbre pondéré les résultats possédsespremiers lancers.
b) Quelle hypothése de I'énoncé assure I'indépendanceédaltats des lancers ?
c¢) En est-il de méme si on arréte les lancers dés qu’il y a unagggd? Comment interpréter alors les
probabilités figurant sur I'arbre pondéré précédent ?
d) Considérant uniquement les 4 premiers lancers, les 2ijsumnt-ils autant de chance de gagner ?

6) Probabilité de gain de chacun des 2 joueurs.
Pour tout entien supérieur ou €gal a 3, on désigne @arl’événement "le joueud est déclaré
gagnant a l'issue du lancer de ramg
a) CalculeP(Gs3) etP(Ga).
b) Soitn un entier supérieur ou égal a 3. Quelle doit étre la suite @adtats den premiers lancers
pour que le joueud soit déclaré gagnant a I'issue du lancer de naffgen déduire que(Gp) = 2—1”

c¢) En déduire la probabilitg, queJ soit gagnant au plus tard a I'issue du lancer de rar@n
L e _ 1 (1 n-2
vérifiera quep, = 7 (1 ( > ) )
d) Quelle est la limite d@,, lorsquen tend verstoo ? Interpréter ce résultat.
e) On admet que la probabilité de gaindest égale ale Quelle est la probabilité de gain de?
Conclure.

Complément 1(hors programme)On se propose de montrer que dans ce jeu, il y a toujours unagagn

7) Pour tout entier naturel non nul, on désigne p&, 'événement "lors des premiers lancers,
n’apparaissent jamais deux piles consécutifs",dada probabilité deD,,.
a) Justifier les égalitéd; = 1 etd; = %
b) En considérant les résultats des lancers de rang 1, 2 aicB)erds.
c) A l'aide de la formule des probabilités completes et de&néments$-., et Fn.1 N Fri2, €tablir
I'égalité :

pour tout entier naturel non nul,dn.2 = %dml + %dn.

d) Montrer qu’il existe deux constantes réeldest  (que I'on ne déterminera pas) telles que

n n
pour tout entier naturei non nul,d, = a( 1+4‘/§ ) + ﬁ( 1_4£ ) :

e) En déduire que la série de terme géndralonverge.
N

f) Pour tout entier naturéll non nul, on pos&y = Y_ dn. Etablir I'égalité :
n=1

pour tout entier naturéll non nul,Sy.» = %SNH + %SN + %
g) En déduire I'égalité > "d, = 5.
n=1

8) On désigne par la variable aléatoire qui prend pour valeur le rang du laadéssue duquel I'un des
joueurs est déclaré gagnant, si cela se produit, et la v@lsuaucun des joueurs n’est gagnant.
Pour tout entier natural non nul, I'événementT = 0] U [T > n] est donc réalisé si et seulement si
aucune des deux configurations "pile, pile, face" et "fade, pile" n’est apparue au cours depremiers
lancers.
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a) Calculer la probabilité des événemelits= 1], [T = 2] et[T = 3].
b) Soitn un entier supérieur ou égal a 2. Justifier I'égalité :

pour tout entien supérieur ou égal a B([T =0]U [T > n]) = 2—1” + dh.
) Soitn un entier supérieur ou égal a 3. Donner une relation ent@@sementgT = n],
[T > n-1]et[T > n]. En déduire I'égalité :

pour tout entien supérieur ou égal a B([T = n]) = 2—1n + dn1 — dn.
d) Calculer la somm&_ P([T = n]), et montrer que la probabilité que le jeu se termine par l@ivie

n=1
de 'un des joueurs est égale a 1.

Complément 2(hors programme)On se propose d’établir le paradoxe de Walter Penney : lepsem
d’attente des configurations "pile, pile, face" et "facédeppile” (c’est-a-dire les temps d’attente des gains de
J et J) suivent la méme loi alors que le jeu est inéquitable.

SoitY la variable aléatoire désignant le rang du lancer ou pourdmijgre fois apparait un "face" précédé
de deux "piles"” si cette configuration apparait, et pretewasleur O si celle-ci n’apparait pas.

SoitY' la variable aléatoire désignant le rang du lancer ou pourdanjgre fois apparait un "pile" précédé
d’'un "pile" lui-méme précédeé d’'un "face" si cette configiima apparait, et prenant la valeur O si celle-ci
n'apparait pas.

Par exemple, si les résultats des premiers lancers donifee (face, pile, face, pile, face, pile, pile, face,
...), la variable aléatoire Y prend la vale@ret la variable Y prend la valeur8.

On posec; = €] = ¢, = ¢, = 0 et, pour tout entien supérieur ou égal a 8, = P([Y = n]) et
ch = P([Y' = n]).

Pour tout entien supérieur ou égal a 3, on désigne Bal’événemenf, , N Fn1 N F, et parB;
I'événementn o N Fn1 N Fo.

9) Montrer que pour tout enti@rsupérieur ou égal a 3, les probabilités des événenfiaresB,, sont
égales a§
10) Soitn un entier supérieur ou égal a 3. Comparer les événeménrtan] etBs; UBs U --- U By.
Comparer de méme les événemeims< n] etB5; UB, U --- U Bj.
11) On posal; = Uj = Uz = U, = 0 et, pour tout entien supérieur ou égal a 3,
Un = P(BsUB4 U - UBn) etu, = P(B3 UB, U -+~ UBy).
a) Vérifier que les événemerniss, B4 et Bs sont deux a deux disjoints, et que les événemBits),
et B; sont deux a deux disjoints.
b) En déduire les valeurs des nombuoesu, et us.
12) Soitn un entier supérieur ou égal a 4.
a) Que peut-on dire des événemeByts;, B, et Bn,1 d’'une part, et des événemelds ;, By, etBy,,;
d’autre part ?
b) Montrer que I'événemen < n+ 1] est la reunion disjointe des deux événemég¥its n] et
[Y > n] N Bps1.
c) En déduire I'égalité un1 = un + %(1 — Un-2).

On démontrerait de méme (ne pas le faire) I'égalitg,; = uy, + %(1 —Upp)-

13) a) Déduire des questions précédentes que pour tout eatiegeln non nul, les nombres, etu;,, sont
€gaux.
b) Montrer que les variables aléatoirést Y' suivent la méme loi de probabilité.
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