Groupe Math et Tice »
math.tice@ac-amiens.fr _
= ~ 8% B
oLyt Amie

Région académique
HAUTS-DE-FRANCE

Académie d'Amiens
Mai 2017
Auteur : francois.delannoyl@ac-amiens.fr

Le probleme du mois de mai 2017
(issu de la lettre TICE de mai 2017)
Faire pencher la balance.

=» Nous disposons de douze piéces de monnaie ; toutes ont un poids identique sauf une, qui
peut étre plus lourde ou plus légere que les autres.
Comment identifier la piece défectueuse en effectuant au maximum trois pesées a 1’aide
d’une balance a plateaux ? Peut-on déterminer si la piece défectueuse est plus lourde ou
plus légere ?

Vous trouverez dans la premiere partie de cet article quelques méthodes de résolution de ce probléme.
Puis nous aborderons différentes adaptations de ce probléme au sein de nos classes : au niveau collége et au lycée,
utilisant des modélisation en Python, 1’outil Scratch ou méme une vidéo.

Bonne lecture.
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Une premiére solution : (proposée par Aurélien Dessenne et Olivier Khammouni)
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Pesée 1 Pesée 2 Pesée 3
1.
1234 5678
=
9 10 11 123 12 est défectueuse. On la compare avec

n‘importe laquelle pour savoir si elle est plus
lourde ou plus légere.

9, 10 ou 11 est défectueuse (plus légére). On
compare 9 et 10, en cas d’égalité c’est 11 et
sinon, la plus légére est I'intruse cherchée.

9, 10 ou 11 est défectueuse (plus lourde). On
compare 9 et 10, en cas d’égalité c’est 11 et
sinon, la plus lourde est I'intruse cherchée.
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(dans ce cas elle est plus légére) soit
au lot 56 7 8 (dans ce cas elle est plus
lourde)
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L'intruse est 7 ou 8. On les compare et la plus
lourde est l'intruse.

L'intruse ne peut pas étre 6 ni 3 ni 4 (positions
contradictoires). L'intruse est donc 1 ou 2 ou 5.
On compare 1 et 2, en cas d’égalité c’est 5 et
elle est plus lourde et sinon 'intruse est la plus
légére.

L'intruse ne peut pas étre 5 ni 1 ni 2 (positions
contradictoires). L'intruse est donc 3 ou 4 ou 6.
On compare 3 et 4, en cas d’égalité c’est 6 et
elle est plus lourde et sinon I'intruse est la plus
legére.
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L'intruse appartientsoitaulot12 34
(dans ce cas elle est plus lourde) soit
au lot 56 7 8 (dans ce cas elle est plus
légere)
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L'intruse est 7 ou 8. On les compare et la plus
légére est I'intruse.

L'intruse ne peut pas étre 5 ni 1 ni 2 (positions
contradictoires). L'intruse est donc 3 ou 4 ou 6.
On compare 3 et 4, en cas d’'égalité c’est 6 et
elle est plus légére et sinon 'intruse est la plus
lourde.

L'intruse ne peut pas étre 6 ni 3 ni 4 (positions
contradictoires). L'intruse est donc 1 ou 2 ou 5.
On compare 1 et 2, en cas d’'égalité c’est 5 et
elle est plus légére et sinon 'intruse est la plus
lourde.




Une deuxiéme solution : (proposée par David Rousseau, Thomas Langlet et Ian Stewart)

Les problémes de pesées comme celui-ci sont traitables en base 3 symétrique.

L’idée est d’effectuer trois pesées entre des groupes de quatre piéces.

On commence par identifier chaque piéce par un nombre en base 3 symétrique, ce nombre devant retracer son histoire
lors des trois pesées.

Exemple : Une piéce identifiée par le nombre —101 traduira sa présence a la premiére pesée sur le plateau de gauche
(—1), puis son absence au cours de la deuxieme pesée (0) et enfin sa présence sur le plateau de droite a la troisiéme pesée

(1).

Il faut bien siir s'assurer qu'il n'y ait ni deux pieces identifiées par le méme nombre, ni méme par deux nombres
« symétriques » (si I’'une est identifiée par —110, aucune autre ne devra étre identifiée par 1 — 10).
Cela laisse ainsi 12 possibilités (en enlevant —1 — 1 — 1, 000, et 111).

Passons maintenant aux pesées.

Identifions les pesées par un systéme analogue : G, 0, D (G signifiant que le plateau gauche est le plus lourd, O pour un
équilibre , D signifiant que le plateau de droite est plus lourd)

Le résultat des trois pesées identifiera ainsi la piéce défectueuse.

Exemple : Si le résultat des trois pesées est GDO alors la piece défectueuse sera celle portant 1’identifiant —110
(traduisant que la piéce est plus lourde) ou a défaut celle portant I’identifiant « symétrique » 1 — 10 (traduisant ainsi que
la piéce est plus légere).




En pratique :

Identifions dans un premier temps chaque piéce par un nombre en base 3 symétrique.

Identification des piéces

Pesée 1 Pesée 2 Pesée 3
Piece 1 0 0 1
Piece 2 0 1 0
Piece 3 1 0 0
Piece 4 0 -1 -1
Piece 5 -1 0 -1
Piece 6 -1 -1 0
Piece 7 0 1 -1
Piece 8 -1 0 1
Piece 9 1 -1 0
Piece 10 -1 1 1
Piece 11 1 -1 1
Piece 12 1 1 -1

Cette identification amene a la description des 3 pesées suivantes :

Plateau gauche

Plateau droit

1% pesée Piéce 5 ; Piece 6 ; Piéce 8 ; Piéece 10 Piece 3 ; Piece 9 ; Piéce 11 ; Piéce 12
2™ pesée Piéce 4 ; Piéce 6 ; Piéce 9 ; Piéce 11 Piéce 2 ; Piéce 7 ; Piéce 10 ; Piéce 12
3™ pesée Piéce 4 ; Piéce 5 ; Piéce 7 ; Piéce 12 Piéce 1 ; Piéce 8 ; Piéce 10 ; Piéce 11

Le résultat de ces trois pesées pouvant ainsi étre interprété grace a la table de décision suivante :
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Pesée 3

Solution

La piéce 1 est plus lourde

La piéce 1 est plus légére

La piéce 2 est plus lourde

La piéce 2 est plus légére

La piece 3 est plus lourde

La piece 3 est plus légeére

La piece 4 est plus lourde

La piece 4 est plus légeére

La piece 5 est plus lourde

La piece 5 est plus légére

La piece 6 est plus lourde

La piece 6 est plus légére

La piéce 7 est plus lourde

La piéce 7 est plus légére

La piéce 8 est plus lourde

La piece 8 est plus légére

La piéce 9 est plus lourde

La piece 9 est plus légére

La piéce 10 est plus lourde

La piece 10 est plus légere

La piéce 11 est plus lourde

La piece 11 est plus légere

La piéce 12 est plus lourde

aliviialiviielialinslivliviialgidiwlinliwlialid i iallwlia gy

QOO0 |Q0|0|0|L|e0|O|0|Q|e(eOn|ee0|g|e|e

wiialaliviialivlidCdialiwliwiinl EdidiwlaNwlialid i B ol wi

La piéece 12 est plus légere




La solution de Ian Stewart :

On retrouve dans la littérature de vulgarisation mathématique une explication détaillée de cette
méthode.

Voici un extrait de ’article comment repérer une fausse piéce du livre Mon cabinet de curiosités
mathématiques de Ian Stewart.

[...] O’Beirne propose une solution fondée sur un « arbre de décision ». Il évoque également
I’élégante résolution que « Blanche Descartes » a fait paraitre dans Euréka, le journal des
Archimédéens — la société de mathématiques d’étudiants du premier cycle de I’université de
Cambridge.

Derriére le nom de Mrs Descartes se cachait en fait un certain Cédric A.B. Smith, dont la solution
est un bijou d’ingéniosité.

Elle se présente sous la forme d’un poéme mettant en scéne un professeur dénommé Félix Fiddlesticks, qui ressemble a

ceci :
A la queue leu leu F pose ses piéces,
Sur chacune d’elles il écrit une lettre
Pour former les mots : F AM NOT LICKED.

(F AM NOT LICKED que I’on peut traduire par « J’ai trouvé ! »)

Vient ensuite une liste codée qui donne en trois vers de 8 lettres chacun, la solution des trois pesées — 4 pieces d’un cété,
4 de I’autre :

MA DO LIKE

ME TO FIND

FAKE COIN

(que I’on peut traduire par : « Maman veut que je trouve la fausse piéce »)

Pour achever de vous convaincre, voici la liste des résultats de pesées selon que chaque piéce est lourde ou légeére. « G »
signifie que le plateau de gauche descend, « D » que c’est le plateau de droite et « — » indique qu’ils sont en équilibre.

Piece fausse Pesée n°1 Pesée n°2 Pesée n°3

F lourde D
F légere G

A lourde

(wiial il

A légere

M lourde

wilaliwiiali

M légére

N lourde

N légere

O lourde

g0l

O légere

T lourde
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T légére

L lourde

L légére

I lourde

Qo0 |0| |
Qg

I 1égére

C lourde

C légere

K lourde

K légere

E lourde

I
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E légére

D lourde
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D légere




Un programme Scratch pour modéliser le probléme :

Vous trouverez en piece jointe de cet article une proposition de programme Scratch qui permet de réaliser les trois pesées

et de dire s’il est possible de conclure sur la piece défectueuse.

Une fois le fichier Scratch ouvert, il suffit de déplacer les poids dans les ensembles de part et d’autre de la balance puis de
cliquer sur le bouton « peser », puis « d’effectuer une nouvelle pesée », trois fois de suite.

Apres avoir appuyé sur le bouton « Résultat », le chat vous annonce alors si les trois pesées effectuées permettent ou non

de déterminer la piéce défectueuse.

m @ Fichierv Edition¥ Conseils A propos Lo+ o

[ Scripts | Costumes | Sons
W peseest ~e

v458.0.1 .
. . IApparence ICuntrﬁle

Sons Capteurs

;1:2;3;4<;9;7;6;5 I I ‘?
ISty\n IDperateurs
IDonnées IAJouter blocs

Hiwii] Avec les 3 pesées
réalisées, tu peux
déterminer la
piéce défectueuse

avancer de

tourner (4 de ) degrés

etsa
caracteéristique.
Clique pour avoir .
la réponse.

s'orienter vers pointeur de souris

aller & pointeur de souris
Ll BRIALY olis<cr en €) secondes 3 x: O
1-
Lutins. Nouveau lutin: 9’ / - B
08 ajouter A x
réponse o3
R donner la valenr @ & x
Scene enonce solveur décor Catl . -
— ajouter ay

Nouvel smigre-f donner la valeur @ 3 v

@/as

rebondir si le bord est atteint

Fixer le sens de rotation positigl

quand ce hrtin est

répéter indéfinimen

répéter jusqu’a

basculer sur le costume costumel2
3 aller 3 pointeu
B |

mettre id

mettre type & [lil | stop, ce script

mettre defactieux 4 nombre aléatoire entre €9 et B
réapater fois
si il = defectueux _ alors

mettre poids 3  nombre aléatoire entre D et €9 - © + @
"
=i poids = alors

quand je regois messagel

e T -

= = abs de abscsse x + BB
T ——Y . |

l B o= =1 e

sinon 4

: eyt ) |3 eses1
mettre poids 3 [ iy z

¥
costume suivant
créer un done de moi-méme

ajouter 3 plateauz.
v

ajouter (3 3 peses2

{2
ajouter 3 id €9

quand je commence comme un done
allar 3 BTN+ ad £ .. fET

=)




Dans nos classes :

Voici quelques idées d’activités qu’il est possible de mener en classe.
Ces activités peuvent étre présentées aux éleves sous forme de défis.

o)

Défi n°1 :

9 piéces indiscernables sont toutes de méme poids sauf une qui est plus lourde que les autres.
On dispose d’une balance a plateaux.
Elaborer une méthode infaillible permettant de déterminer la piéce intruse en uniquement 2 pesées.

Pour aller plus loin :

9 piéces indiscernables sont toutes de méme poids sauf une qui est soit plus lourde soit plus légere que les autres.
On dispose d’une balance a plateaux.

Elaborer une méthode infaillible permettant de déterminer la piéce intruse en uniquement 3 pesées.

Pistes de réflexion :

Au collége et au lycée :
Ce probléme est une adaptation du probléme du mois.
Dés le début de college, les éléves par petits groupes parviennent a élaborer des stratégies de résolution.
C’est I’occasion d’aborder avec eux une réflexion sur différentes questions :
- Est-il judicieux de comparer les masses de 4 objets sur le plateau de gauche avec 5 objets sur celui de droite ?

- Lors d’une pesée proposée, la présence de chaque objet présent sur la balance est-elle utile ?
- De savoir que I’objet intrus est plus lourd va-t-il nous étre utile ? Comment ?

La deuxiéme partie du probléme pour aller plus loin est plus technique et nécessite souvent un coup de pouce.
Une fois une solution présentée, les éléves peuvent étre amenés a reformuler la solution ou a la présenter a leur tour a la
classe, afin de permettre son appropriation.

Manipuler :
Il pourra également étre utile de mettre a disposition des éléves une balance de Roberval ainsi que des objets a peser

permettant de modéliser le probléme.




o)

Défi n°2 :

On dispose d’une balance a plateaux et de 4 masses : de 2kg, de 5 kg, de 9 kg et de 17 kg.
Quelles masses pourra-t-on peser a 1’aide de ce matériel ?

Exemple : On pourra peser un objet d’une masse de 14 kg grace au dispositif suivant :

kg Ske

7 AN Py

Pistes de réflexion :

Au collége :
Dés le college, I’éléve pourra étre amené a effectuer une recherche a la main en exprimant chaque masse comme une
somme ou une différence des masses données.

@ D
1=17-952
2=952
3=52
¢=95
5=95
6=17-9-2
7=5+2




En Python :

En lycée, 1’éléve pourra étre amené a écrire un programme Python permettant de déterminer toutes les masses accessibles.

(5 det ordonne_Liste(L): )
% non
5 Fonction gqui ordonne les &léments d'une liste L
B
r LL = L
] 1 = len{L}
o Liste Ordonnes =| |
12 for 1 in range(l):
11 m = min{L}
1 Liste Ordonmes. append{m)
15 Lry:
14 LL . remove{m})
15 excepl
16 pass
17 return Liste Ordommes
18
19
1 det masses possibles{a,b,c,dj:
E3 |
E ine lec masses Svaluables 3 1'aide d'uwne balance 3 plateaux
E] masses a, b
L les soluti
x5
2k leg Lighes
2 Possibles = ||
] Absentes = []
o]
3 ¥ Determingtion de Lo masse moximole sccessible
Ef] ttl = a+b+c+d
]
33 ¥ Liste Absente contient Les mosses non brovvde (ou départ Lo Liste est “plefine™)
% for m in range{ttl):
3n Absentes . append{m-1)
36
i ¥ bowcle effect Les pesdes reéglisables
36 tor L in range(-1,2):
0 for j in ramgel-1,2):
&1 for k in rangel-1,2}):
1 For 1 in ramgel-1,2%:
a2 & ue masse se woll affectés a° -1, 8, 1
43 ¥itr isanl S0 prése o O gouche pu Son absence
44 p o= ati+b*jctkdtl
45 ¥ Complétion des Listes
&6 if {p molt in Possibles) and (p>a@):
&1 Possibles . append{p)
] try ¢
&0 Absentes . remove]p)
54 except
1 pass
L print{"Les masses esgibles sont @ ", ordonme Liste{Possibles))
53 print{”Les masses impossibles a atteindre sont @ ",ordonme_Liste(Absentes), " ainsi gque celles supérieures 4, tEl)
58 return Possibles, Absentes
55
\56 masses possibles{l,5,5,17) )

Pour aller plus loin :

Défi n°2 (bis) : (proposé par David Rousseau)

Trouver quatre masses, de somme 40, permettant de peser toutes les masses entieres de 1 a 40.




Défi n°3 :

On dispose de 4 masses qui sont toutes d’un poids différent et d’une balance a plateaux.
En combien de pesées minimum peut-on parvenir a ranger ces masses par ordre de poids croissant ?

Pour aller plus loin :
On dispose de 5 masses qui sont toutes d’un poids différent et d’une balance a plateaux.
En combien de pesées minimum peut-on parvenir a ranger ces masses par ordre de poids croissant ?

S

Défi4 :

La balance représentée est a I’équilibre. Chaque petit cube du plateau de gauche posséde la méme masse.
Déterminer la masse de chacun de ces 3 cubes.

kg

1,5kg |

AN /
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Défi n°5 :

Vous vous trouvez devant une source d'eau qui jaillit de la montagne, et vous disposez de deux
tonneaux vides de capacités 5 litres et 3 litres. Effectuez une série de transvasements permettant
d'obtenir exactement 4 litres d'eau dans 1’un des tonneaux.

Au college :
L’éleve sera amené a élaborer une stratégie, et a présenter le fruit de sa réflexion a I’aide de schéma.

En Python :

Dans le cadre de I’enseignement de 1’algorithmique, on retrouvera ce probléme sur le site Algorea : http://www.france-
ioi.org. Sur cette plateforme, les éléves auront a programmer, en langage Python (principalement), la solution a des
problemes mathématiques présentés de maniére ludique. Une ressource incontournable pour aborder la programmation en
Python des le Cycle 4.

Une journée en enfer :
Enfin, vous retrouverez ce probléme au détour du film d’action Die Hard : Une journée en enfer, avec Bruce Willis et
Samuel L. Jackson. La vidéo disponible sur Youtube constituera un point d’accroche en classe.
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Concours Castor Informatique :

Le Concours Castor Information est un concours de mathématiques qui a lieu chaque année. Il s’adresse aux éléves du
secondaire (du cycle 3 a la Terminale). Il aborde de maniére ludique de nombreux défis logiques et algorithmiques.

On retrouve notamment au travers de ce concours des exercices en lien avec notre probléme du mois.

Dans les exercices qui suivent, I’éléve aura a organiser des courses de chevaux afin de déterminer de maniére optimale
I’identité du cheval le plus rapide.

. .
Niveau 1 : Niveau 2 :
Trouvez le cheval qui court le plus vite, en organisant le moins de courses possibles. Trouvez les 2 chevaux qui courent le plus vite, en organizant le moing de courses possibles.

Trois chevaux participent 4 chague course. Un méme cheval court toujours & la méme vitesse. Trois chevaux participent & chague course. Un méme cheval court toujours 4 la méme vitesse.

Pour organiser d'autres courses, cliguez sur les chevaux désirés, puis lancez la course. Pour organiser d'autres courses, cliquez sur les chevaux désirés, puis lancez la course.

Notez que trois courses ont déja été effectuées. Notez gue trois courses ont déja &té effectuées.

Résultats des

COUrses passeées : co%?gg ?: sdsg; : IEI
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L 1T ier 2éeme 3éme
: Sélectionnez 3 chevaux pour
organiser une course. : Sélectionnez 3 chevaux pour

Organiser une course.

Valider Recommencer

Valider Recommencer

Niveau 3 :

Trouvez les 3 chevaux qui courent I plus vite, en organisant le moins de courses possibles.
Trois chevaux participent & chague course. Un méme cheval court toujours & la méme vitesse.
Pour organiser d'autres courses, cliquez sur les chevaux désirés, puis lancez la course.

Motez que trois courses ont déja été effectuces.

Résultats des

COUrSes passées © IEI
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: Sélectionnez 3 chevaux pour
organiser une course.

Valider Recommencer



