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UL T FRANCAISE

de mathematiques

SUPERIEUR ET DE H m l E ﬂ 5

I ARFCHERCHE

Académie d’ Amiens

Mercredi 16 mars de 8 heures a 12 heures 10

- Pause de 10 heures a 10 heures 10
Serie S

Enoncés de la premiére partie de 8 heures a 10 heures

L’épreuve se déroule en deux parties indépendantes de deux heures chacune, les énoncés
des deux parties sont donc séparés et distribués séparément a des moments
différents. Les copies rédigées sont ramassées a 1’issue de la premiére partie (« deux
exercices nationaux »). Une pause de dix minutes est prévue, avant la seconde partie
(« deux exercices académiques »). Les candidats ne sont pas autorisés a quitter les
locaux avant.

Les calculatrices sont autorisées selon la législation en vigueur.

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse complete a une
question d’exposer le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.

Les enoncés doivent étre rendus au moment de quitter définitivement la salle de
composition.
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Exercice national numéro 1

Echanges thermiques

En architecture, on appelle facteur de compacité d’un bdtiment le rapport de la surface extérieure —y compris la
base en contact avec le sol — de ce bdtiment, mesurée en m?, & son volume, mesuré en m3. Le facteur de

y s . - o . . .
compacité ¢ ==, exprimé en m~?1, donne une premiére évaluation grossiére des performances thermiques

V ’
d’une construction d’habitation.

1. Calculs de compacité pour quelques volumes usuels, dessinés ci-dessous.

a. Déterminer le facteur de compacité d’un cube de co6té a.

, . . . . . 4
b. Déterminer celui d’une demi-sphére de rayon r. On rappelle que le volume d’une sphére de rayon r est 5111"3

et que sa surface a pour aire 4mr?2.

¢. Déterminer celui d’'une pyramide réguliere a base carrée de coté g, et de hauteur verticale a.

d. En quoi, d’aprés vous, le facteur de compacité est lié aux performances thermiques d’un batiment ?

2. On se propose d’étudier le facteur de compacité d’un pavé droit de volume 1 dont les dimensions en meétres
sontx,yetz.
a. Vérifier que pour tous nombres a, betc :

1
a3+b3+c3—3abc=E(a+b+c)[(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2]

b. En déduire que pour tous nombres réels positifs a, b et ¢, a® + b3 + ¢ > 3abc .
¢. En déduire que pour tous nombres réels positifs A, B et C dont le produit est égala 1 :
A+B+C=3.

d. Montrer que le facteur de compacité de ce pavé est : ¢ = 2 G + % + E)

e. Quel est le pavé droit de volume 1 qui rend minimal le facteur de compacité ?

3. Dans cette question, on désire déterminer tous les pavés droits dont le facteur de compacité est égal a 1 et
dont les dimensions p, g et r, exprimées en métres, sont des nombres entiers. On prendrap < q <.

a. Etablir que résoudre ce probléme consiste a déterminer les triplets ordonnés d’entiers p, q et r tels que
1.1, 1 1
o
p q T 2

b. Démontrer que 3 < p < 6.

€. Montrerquesip = 3alors 7 < g < 12.

d. Terminer la résolution.
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Exercice national numéro 2

Liber abaci

Il'y a 4000 ans, les anciens égyptiens utilisaient en calcul une propriété arithmétique bien étonnante : tout
nombre rationnel s strictement positif s’écrit comme une somme de fractions unitaires, c'est-a-dire d’inverses

d’entiers positifs, tous dlfférents les uns des autres. Depuis lors, une telle décomposition s’appe/le une « écriture

egypt:enne ». Ams: la somme = + + — est-elle une « écriture égyptienne » du quotient —, tandis que les

102 7’
sommes E + E + F + F et F + E n’en sont pas. Plusieurs questions sur ces écritures demeurent, aujourd’hui,

encore ouvertes.

1. Pourquoi les deux derniéres décompositions données en préambule ne sont-elles pas des « écritures
. . L. , . 2 . o . 2
égyptiennes » ? Proposer une écriture égyptienne de 3 comportant deux fractions unitaires, puis une autre de 3
en comportant trois.

2. Un algorithme. Soient p et g des entiers tels que 0 < p < g. Le quotient s est donc un élément de ]0; 1]

Poserk =1,p; =p,q1 =q.

Tantquep, # 0
. . . . - 1 Pk . .. 1 Pk 1
Déterminer le plus petit entier positif n, telque — < —. Ainsi: — < —< .
ng  qk lnk ar ng-—1
. . DPk+1 _ Pk
Poser Prk+1 = PxNk — 4k et Ark+1 = QxNg- Ainsi; — = — — —,
dk+1 dk ng

Incrémenter k, c'est-a-dire augmenter la valeur du compteur k d’une unité.
Fin du Tant que.

a. On fait ici tourner I'algorithme sur le quotient g = %. Au début du premier tour de boucle, k =1, p; =4,
g1 = 17. On détermine alors n; = 5. Puis p, = 3, q, = 85 et k vaut 2 avant d’entrer dans le deuxiéme tour de
boucle. Poursuivre jusqu’a I'arrét complet. Que vaut n_1 +— - + - + —4 ? Les quatre fractions unitaires sont-
elles distinctes ?

b. On suppose que l'algorithme prend fin a I'issue du N-iéme tour de boucle. Justifier qu’il permet de donner une

« écriture égyptienne » du quotient s.

c. Justifier clairement que I'algorithme ne peut étre illimité.

Cet algorithme permet donc de donner une « écriture égyptienne » de n’importe quel nombre rationnel
élément de ]0; 1[. Il appartient a une classe d’algorithmes dits « gloutons » et est attribué a Léonard de Pise,
auteur du Liber abaci (1202).

L’adjectif « glouton » s’applique a des algorithmes faisant, a chaque étape, un choix optimal. L’'optimalité globale n’est
. . . L , . 4 . .
pas nécessairement atteinte comme en témoignent les deux décompositions de T rencontrées dans ce probléme.

3. Etpour—> 17

a. L’algorithme précédent fonctionne-t-il pours >17

b. Soita un entier supérieur ou égal a 3.

1 1 1 1 1 1 1
Justifier que : —+—+—... +—>-et —+—+—...+—+—>1
a+2 a+3 2a-1 2a 2 a+2 a+3 4a-1 4a
¢. En déduire qu |I eX|ste un entier naturel b >a teI que:
—+—+ +—+— 1<—+ +—+ +—
a+1 a+2 a+1 a+2’ b+1

d. Etablir alors que tout rationnel 2 = >1 admet |UI aussi une « écriture egyptlenne », puis une infinité.

-~
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