LOI NORMALE

(ou de Laplace-Gauss)

I . Variable aléatoire continue.

Dans ce chapitre, on s’intéresse à une variable aléatoire X continue, c’est-à-dire une variable aléatoire dont l’ensemble des valeurs est Ë ou un intervalle de Ë.

On ne peut plus définir de loi de probabilité de X car, si t est un réel, p(X = t) = 0.

Exemple : X est la variable aléatoire prenant pour valeur la distance du point d’impact d’une fléchette au centre d’une cible.

X prend pour valeur tout nombre de l’intervalle [0 ; R] où R est le rayon de la cible.

La probabilité que X prenne exactement une valeur quelconque est donc nulle puisqu’il y a une infinité non dénombrable de valeurs dans l’intervalle [0 ; R].

Par contre, on peut s’intéresser à la probabilité que la distance soit inférieure ou supérieure à une valeur quelconque.

C’est pourquoi dans le cas d’une variable aléatoire continue, on s’intéressera plutôt à la probabilité

p(X ( t)   (qui est aussi p(X < t) puisque p(X = t) = 0) ; autrement dit à la fonction de répartition de X.


II . Loi normale.

1°/ Définition.

Définition : Une variable aléatoire X  suit une loi normale de paramètres m et ( si pour tout réel t ,
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p(X < t) =
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La loi normale de paramètres m et ( est notée N (m ; ().

Voici quelques exemples de courbes de fonctions f définies sur Ë par f(x) =
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  pour quelques valeurs de m et (. Ces courbes sont appelées courbes de Gauss. 
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Propriété : Si X suit la loi normale N (m ; () alors E(X) = m  et  (X = (.

2°/ Loi normale centrée réduite N (0 ; 1).

a. Définition.

Les calculs sur une variable aléatoire X qui suit la loi normale N (m ; () sont trop compliqués ; c’est pourquoi on va être amené à travailler plutôt avec la loi normale centrée réduite définie par :

Définition : Une variable aléatoire T  suit la loi normale centrée réduite N (0 ; 1) si pour tout réel t ,

p(T < t) = 
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Et pour cela, on admettra le théorème suivant :

Théorème : Si la variable aléatoire X suit la loi normale N (m ; (), alors la variable aléatoire

T = 
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 suit la loi normale centrée réduite N (0 ; 1).

Ainsi tout calcul de probabilité sur une variable aléatoire X qui suit la loi normale N (m ; () devient un calcul de probabilité sur la variable aléatoire T =
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 qui suit la loi normale centrée réduite N (0 ; 1). 

Notation : La probabilité p(T < t)  (ou la probabilité p(T ( t)) sera notée ((t).

b. Interprétation graphique.

Représentation graphique de la fonction f définie sur Ë par f(x) =
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Interprétation graphique de ((t) :
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((t) …………………………………………………………………………………………………………

c. Propriétés et règles de calculs.

Propriété : Compte tenu de la parité de f, on a ((0) = 0,5.

On ne connaît pas l’expression des primitives de f, pour calculer ((t) (pour les valeurs de t autre que 0), on lira les valeurs dans le formulaire et on utilisera les différentes règles de calculs suivantes :

Soit t un réel positif , t1 et t2 deux réels tels que t1 < t2.


· p(T > t) = 1 – ((t)


· p(T < -t) = ((-t) = 1 – ((t)

· p(t1 < T < t2) = ((t2) – ((t1)

 


· p(-t < T < t) = 2((t) – 1

Remarque : tous les résultats ont été donnés avec des inégalités strictes ; ils restent valables avec des inégalités larges.

Feuille d’exercices n°14
Exercice n°1 : À l’aide de la table du formulaire, déterminer "au plus près" :

a) ((1,2) ; ((0,92) ; ((3,4) ; ((2,743) ; ((4,39) 

b) ((-1,73) ; ((-0,8) ; ((-4) ; ((-2,188)

c) p(T < 2,7) ; p(T ( 0,74) ; p(T < 4,1) ; p(T ( 1,998)

d) p(T < -1) ; p(T < -2,4) ; p(T ( -0,022)

e) p(T > 2) ; p(T ( 0,54) ; p(T ( 3,23)

f) p(T ( -0,65) ; p(T > -3,1) ; p(T > -1,856)

g) p(0,65 < T < 2,18) ; p(-1,87 < T < 2,4) ; p(-3,7 ( T ( -0,93)

h) p(-3 < T < 3) ; p(-1,2 < T < 1,2) ; p(-0,63 ( T ( 0,63)

Exercice n°2 : En lisant "au plus près" la table du formulaire, compléter le tableau suivant

t








((t)
0,9896
0,5
0,99952
0,8289
0,7517
0,9116
0,91

Exercice n°3 : Des pièces sont produites en grande série.

On suppose que la variable aléatoire X qui, à chaque pièce prise au hasard dans la production, associe sa longueur exprimée en millimètres, suit la loi normale de moyenne m = 300 mm et d’écart type 2 mm.

L’intervalle de tolérance pour la longueur d’une pièce étant [296,5 ; 303,5], déterminer à 10-4 près, la probabilité qu’une pièce tirée au hasard dans la production soit acceptable. 

Exercice n°4 : Une entreprise de travaux publics décide de s’équiper d’une table de coffrage pour fabriquer elle-même ses bordures. On note L la variable aléatoire associant à chaque bordure tirée au hasard de la production sa longueur. On admet que L suit une loi normale de paramètres m = 100 cm et ( = 0,5 cm. On prélève une bordure au hasard.

a) Calculer, à 10-3 près, la probabilité qu’elle mesure plus de 100,6 cm. 

b) Calculer, à 10-3 près, la probabilité que sa longueur soit comprise entre 99,2 cm et 100,8 cm. 

Exercice n°5 : Une machine fabrique en série des pièces métalliques de forme cylindrique.

On désigne par Y la variable aléatoire qui, à chaque pièce tirée au hasard dans la production, associe la mesure en millimètres de son diamètre. On estime que Y suit la loi normale de moyenne m = 16 mm et d’écart type ( = 0,14 mm.

a) Déterminer la probabilité p(Y < 16,2).

b) Déterminer la probabilité p(Y > 15,7).

c) On accepte les pièces dont le diamètre appartient à l’intervalle [15,7 ; 16,2]. Quelle est, à 10-4 près, la probabilité qu’une pièce, tirée au hasard dans la production, soit acceptée ?

Quel rebut peut-on prévoir sur un lot de 1000 pièces ?

Exercice n°6 : Une usine produit des bobines de fil d’acier. On désigne par X la variable aléatoire qui, à toute bobine de fil tirée au hasard de la production, associe la longueur du fil de cette bobine.

On admet que X suit la loi normale de moyenne m = 50 et d’écart type ( = 0,2.

1°/ Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

a) la longueur du fil de la bobine est inférieur à 50,19 m ;

b) la longueur du fil de la bobine est supérieur à 50,16 m ;

c) la longueur du fil de la bobine est compris entre 50,16 m et 50,19 m.

2°/ Déterminer le réel positif a tel que : p(50 – a ( X ( 50 + a) = 0,9.

Exercice n°7 : Une machine produit des pièces cylindriques destinées à faire des axes de moteurs. On étudie le diamètre, exprimé en millimètres, des pièces de cette fabrication.

On admet que la variable aléatoire X qui, à toute pièce choisie au hasard dans la production d’une journée, associe son diamètre suit la loi normale de moyenne m = 16,5 et d’écart type ( = 0,1.

a) Déterminer la probabilité que X prenne une valeur dans l’intervalle [16,4 ; 16,6].

b) Déterminer le nombre réel positif h, tel que la probabilité que la variable aléatoire X prenne une valeur dans l’intervalle [16,5 – h ; 16,5 + h] soit égale à 0,95.
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La fonction f est paire, c’est pourquoi la courbe est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées.
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