Convexité : Application aux codts total, moyen et mrginal
(Terminale ES-L)

Une entreprise fabrique des objets. On note nombre d’objets fabriqués, exprimé en
milliers. Pour des raisons d’approvisionnemengppartient a I’intervalléO;B,ﬂ .

On noteC(x), exprimé en millions d’euros, le colt de fabrioatde x milliers d’objets.
On définit alors la fonction colt margin@l, par C_(x) =C'(x) et la fonction colt moyen

C,, parC,(x) :¥.

Premiére patrtie :

On suppose que le colt marginal est défini[@uB,q par :

C.(x) = 1+X—E;3eX

et que le colt de fabrication de O objet est nul.

1) Définir ce que représente la foncti@n par rapport a la fonctiog,, .
2) Soit h la fonction définie suf0;3,9 par :

h(x):ameeX, aOR,bOR

Déterminer les réela et b pour que, pour toux [ [0;3,5], h'(x) = ngex.
3) En deéduire que le colt total est défini {50[3,@ par C(x) = x+ X_4ex +_;

4) Deéterminer alors I'expression d&, (x) en fonction dex pour x L ]0;3,51 .

5) Représenter, a l'aide d’'un grapheur, les courbedatectionsC_, C, C,, dans un
repere du plan.

Deuxiéme partie :

1) Graphiquement :
- Déterminer pour quelle production la courbe detecfion C semble avoir un
point d’inflexion.
- Qu’en est-il alors du colt marginal ?
2) Montrer les conjectures faites a la question préated(On précisera de plus la

convexité de la fonctiol© sur[0;3,5).



Troisiéme partie

On s’intéresse maintenant aux variations de latfoncodt moyen et on souhaite montrer,
comme le suggérent les courbes, que lorsque lencoyen est minimal, il est égal au colt
marginal.

1) Déterminer, grace a un logiciel de calcul formeldérivée de la fonctio@,, et
(x2-4x+4)e -4
8x2 '

monter que, pour tow]0;3,§ ,C,, 'k)=

2) Soit f la fonction définie suf0;3,5 par :
f(x)=(x2-4x+4) e - 4
Calculer f '(x) et dresser le tableau de variation de
3) Montrer que I'équationf (x) =0 admet une unique solutian non nulle sur[O;B,q

et déterminer a la calculatrice une valeur apprecex a10° prés par exces.
4) Déduire des deux questions précédentes le sigrfe sier [0;3,5] :

5) Vérifier que, pour toux1]0;3,9 ,C,, ‘&)= fs()? |
X

En déduire les variations dg, .

6) Pour quelle quantité d’objets fabriqués, arrondierite, le colt moyen est-il
minimal ?
7) CalculerC,, (2,557) et C_(2,557) en arrondissant a la centaine d’euros.

Montrer que ces deux valeurs sont égales a 106 @ués.
Conclure au probleme posé dans cette troisiemepart

Eléments de correction :

1ére

partie :
1) C estla primitive deC,, sur [0;3,5 qui s'annule en 0.
2) a=1etb=-4 donch(x) 2%4@

3) C est définie suf0;3,5 par C(x) = x+)(%4eX +k avedC(0)=0 d'ou k :%

C(x) _ 1 x—4eX L1

4) Pourtoutx1(0:3,5, C =
) [0:39.C, ) X 8x 2X




5)

Courbe représentative
de la fonction colt marginal

21 Courbe representative
de la fonction colt

Courbe représentative
de la fonction colt moyen

0 1 2 3 4 5 6 7
2°Mpartie :

1) La courbe représentative de la foncti@nsemble avoir un point d’inflexion pour
x =2 soit 2000 objets produits. Il semble qu’alorsdétcmarginal soit minimal.

2) C'(x)=C,. () :1+%3ex

C"(x) :%Zex est du signe de -2 sur[0;3,5, doncC"(x)< 0 sur[0;2] et

C"(x)= 0 sur[2;3,9, doncC est concave sy0;2] et convexe suf2;3,9 et sa
courbe représentative admet un point d’inflexicabdcisse 2.

Variations du colt marginal :
C..'(x) =C"(x) donc la fonctionC,_, est strictement décroissante {50[2] et
strictement croissante 5[2;3,5] , elle est donc minimale powr= 2 soit pour 2000

objets fabriqués et vaut alo€ (2) = 1—:—E§e2 = 0,07636! millions d’euros= 76368

euros.
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3~ " patrtie :
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lf(x) =1+ ((x=4)1(8-x)) -exp(x)+11(2-%X) => x—1+ ;_: -e“+L

2-X
(x*=4-x+4) -eX 1

f(x) =
(x) 8.x2 2.x2

[ =



(x2-4x+4)e -4

Donc, pour toutx0]0;3,5 ,C,, ‘&)=

8x2
2) f'(x)=x(x-2)¢e
X 0 2 3,5
f(x) |0 - 0 ¥
0 =70,5
: \l /|
4

3) Sur[0;2], f (0)= Cet f est strictement décroissante donc pr]0;2] ,on a
f (x) <0 donc I'équationf (x) =0 est impossible suj0;2] .
Sur[2;3,q , f &)= 0 admet une unique solutian d’aprés la propriété des valeurs
intermédiaires.

A la calculatrice : 2,556<a < 2,55 donca = 2,557 a10° prés par excés
4)

x |0 a = 2,557 3,5
f(x) |0 - 0 +

5) Ox0]0;3,9 , C, '(x):M donc C,, '(x) est du signe dé (x) donc la fonction
8x2

C, est strictement décroissante $0r2,557 et strictement croissante #,557;3, 5.
6) C,, est minimale pourr = 2,557 soit pour 2557 objets fabriqués.
7) C,,(2,557)= 0,285 millions d’euros= 28570C euros

C.(2,557)= 0,285 millions d’euros= 28580( euros

lls sont bien égaux a 100 euros preés.

Conclusion : Les colts moyen et marginal sont Bigaux lorsque le colt moyen est
minimal (le tres faible écart obtenu dans les va@eenant des arrondis faits dans les
calculs).



