Les polyédres platoniciens

Un polyedre est un volume limité par defces planes. L'intersection de deux faces est améte et
l'intersection de deux arétes estaommet

Un polyédre estonvexes'il est toujours situé d’'un méme cété du plan @'gmielconque de ses faces.

Un polyedre convexe estgulier si toutes ses faces sont des polygones réguiensétriques et si en chaque
sommet aboutit le méme nombre de faces.

Définition : Unpolyédre platonicienest un polyédre convexe régulier.

Théoréme : Formule d’Eulerdans un polyedre convexe, si s est le nombre menstds, a le nombre d’arétes et
f le nombre de faces, on a : s-a+f=2.
Démonstration :

1.

4.

5.

Si les faces ne sont pas toutes des trianglesaoe tine diagonale de plus. On a donc une facéude p
et une aréte de plus. Donc s-a+f reste inchangé.

2. On enléve une face, en réalisant le graphe pladaisolide. On doit alors montrer que : s-a+f=1.
3.

Si on enleve une aréte du bord, on a alors une amtmoins et une face en moins. On doit donc
toujours démontrer que s-a+f=1.

Si on enléve une aréte ne limitant pas un triarmilea un sommet en moins et une aréte en moins. Or
doit donc toujours démontrer que s-a+f=1.

Finalement il nous reste un triangle avec s=3, &8 donc s-a+f=1. Cqgfd.

[llustration de cette démonstration avec le cube :

Polyédres de Platon :

Soit ¢ le nombre de cétés d’une face (c est donstaat).
Soit n le nombre de faces (ou d’arétes) aboutissanin sommet.
c>3, rx3.

1.
2.

cf=2a et ns=2a (on compte chaque aréte deux fois).
s-a+f=2 donc a (s/atf/a-1) = a (2/n+2/c-1) = 2

Donc 2/c > 1-2/n.
n>3;donc -2/r>-2/3 ; donc 2/c > 1/3 ; donc ¢ < 6.

c=3. a(2/n-1/3)=2;s-al3 =2 ;f=2+a-s.
Sin=3, a=6, s=4, f=4 : tétraedre.
Sin=4, a=12, s=6, f=8 : octaédre.
Sin=5, a=30, s=12, f=20 : icosaédre.
Si n=6, ax0... impossibble.
c=4. a(2/n-1/2) =2 ; donc n<4
Sin=3, a=12, s=8, f=6 : cube.
c=5. n=3, a=30, s=20, f=12 : dodécaédre.
Noms f a s Nature des faces
Tétraedre régulier 4 6 4 triangle équilatéral
Hexaéedre régulier (cube) 6 12 8 carré
Octaédre régulier 8 12 6 triangle équilatéral
Dodécaédre régulier 12 30 20 pentagone régulier
Icosaédre régulier 20 30 12 triangle équilatéral

Sites a consulter :

- Pour une illustration de la formule d’Euler :
http://gersoo.free.fr/docs/euler/eulersfa.html

- Pour les solides de Platon, ainsi qu’une autreaisstration concernant leur nombre :
http://perso.orange.fr/itherese.eveilleau/pages/tat/textes/platon.htm



