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Mathématiques : statistiques et simulation

Introduction : échantillonage et proportion

(Extrait du document ressource pour la classe de seconde)
Dans le sens commun des sondages, un échantillon est uessesible obtenu par prélévement
aléatoire dans une population.
En statistique, un échantillon de taille n est est la liste deésultats obtenus par n répétitions
indépendantes de la méme expérience. Par exemple :
- 100 lancers d’'une piéce, en observant les apparitions t&;Pi
- 100 lancers d’'un dé a 6 faces, en observant les apparition4 d
- 100 tirages succcessifs avec remise d’une boule dans ugecantenant 2 boules blanches et 1
boule verte, en observant les apparitions d’'une boule bianc
Ces trois exemples relévent du modéle de Bernoulli quitaffagrobabilité p au nombre 1, et la
probabilité 1 — p au nombred.

Dans les deux premiers exemplpgeut étre vue "directement” comme une probabilité. Dangiteidr
cas,p = % pourrait étre d’abord vue comme la proportion de boulesdblas dans I'urne, mais c’est aussi la

probabilité d’obtenir une boule blanche lors d’un tirage.
Dans les trois cas, ce calcul de probabilité (sur un ensefimieeléve du programme de seconde.

Le résultat d’'une expérience aléatoire a 2 issues peutdgirésenté par la

Loi de Bernoulli B(p)

Soit (2,4, P) un espace probabilisé.

Une variable aléatoir¥ suit la loi de Bernoulli de paramétpee 10, 1[, que I'on note3(p), si et
seulement sK est a valeurs dan®; 1}, etP(X = 1) = petP(X=0) = 1-p.

On aalorE(X) = petVar(X) = p(1-p).

Exempled’une urne contenant une proportipnr= % de boules blanches

On tire une boule au hasard dans l'urne : le nombre de "boalechk” obtenu en un tirage est une
variable aléatoirX de loi de BernoulliB(p) : P(X=1) = p = % etPX=0)=1-p= % Ona

E(X) = % etVar(X) = % x % - %.

Si on effectuen = 100 tirages avec remise d’'une boule, on observe la réalsdéX; , Xz, ... , Xn,
variables aléatoires indépendantes de méme loXg@n dit que I'on a un échantillon aléatoire simple de

taille n = 100 de loi de Bernoulli de parametpe= %

n
Le nombre de "boules blanches" obtenues en100 tirages est la variable aléato}éX;.

n i=1
>
La fréquence de "boules blanches" obtenue est la variaféeate :F, = IZln

C’est ce point de vue qui est suivi pour le travail de simolatie ces situations. Remarquons qu’a ce
stade, il n’est pas nécessaire de connaitre les lois delgltdae ces variables aléatoires. Il faut seulement
savoir simuler des 1 et des 0, avec probabpitt 1— p.
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n
Ayant procédé par répétitions indépendantes d’expérgenég = > X; suit la loi Binomiale

B(n,p) = B(100;:2 ). =

Loi Binomiale B(n,p) (vue en premiere)

Soit (Q2, A, P) un espace probabilisé.

Une variable aléatoir¥ suit la loi de Binomiale des parametmes N* etp € ]0, 1], que I'on note
B(n,p), si et seulement { est & valeurs dan®, 1,... n}, et pour touP(X = k) = ( E)p"(l -p)™X

On a alorE(X) = npetVar(X) = np(1-p).

Revenant a;n, on a alormE(F,) = E(nFy) = npetn?Var(F,) = Var(nF,) = np(1 - p), d’'ou
E(Fn) = p = 2 etvar(Fy) = 2P~ 2

On constate donc que lorsqu’on augmente la taillie I'échantillon, 'espérance d&, reste constante,
alors que la variance diminue.

Ce que I'on peut observer sur les simulations (en secontg)ij est confirmé par la notion de variable
aléatoire (en premiere et terminale), c’est que powgpétitions indépendantes d’expériences de Bernoulli :
- différents échantillons de taille peuvent donner différentes fréquenéed’apparition du nombre 1
- ces différentes fréquencésfluctuent autour de la valeys; en restant "presque toutes” dans un
intervalle centré ep.

1. Intervalle de fluctuation : en seconde , en premiére , en terminale

1.1. En seconde simulations et prise de décision

Conjecture a partir des simulations :

Fn appartient a l'intervalle de fluctuatignp — J avec une probabilité d’au moins 0, 95.

PP+ ——
J_ J/n
Conditions d’applicationn > 25, p compris entre 0, 2 et 0, 8, seuil 95%.

1

J_ o

Sur les simulations, on observe duesst dans l'intervalle p — J pour environ 95% des

échantillons.

Utilisation de I'intervalle de fluctuation pour la prise décision :
1 . 1
_— + —_—
oo Pt
n'est pas représentatif ; 'observationfden’est pas compatible avec la valeurgleau sens ou une
observation en dehors de I'intervalle de fluctuation nés@nt que pour environ 5% des échantillons.
- si I'on fait une hypothese sur sa valeurglalisonsp = po, et quef, n"appartient pas a

[po 1. Po + 1 J on considere que I'observation fien’est pas compatible avec la valguyr

s J/n

supposée dp, que I'on rejettera avec un risque d’erreur de 5%.

- Si p est connue, et qug n'appartient pas a p — J on considere que I'échantillon

Exemple d’application de I'intervalle de fluctuation

Dans une certaine espéce de rongeur, on a compté 206 ma#Osumissances. Cela est-il conforme a
I'hnypothese d’équiprobabilité male/femelle a chaque seise ?

On peut considérer la situation suivante.

Population : les rongeurs d’une certaine espece.

Variable : le sexe, a deux modalités (méle et femelle), spri& par une variable aléatoire de loi de
Bernoulli 5(p), oup est la proportion de méales dans la population ; on a #(0$i= 1) = p et
P(X=0)=1-p.
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Echantillon(X1, X2, ...,X,) de taillen = 400 deX.
Observation de I'échantillon(xs, Xz, ... ,Xn) = (1,1,0,1,...,0.
n

22X

Estimateur de la proportion: Fp = % proportion (ou fréquence) de males dans I'échantillon, ou

n
> Xi représente le nombre de méles de I'échantillon.
i=1
n
>x
Estimation ponctuelle de la proportipn f, = '=1n - 206 _ 0.515, fréquence (ou proportion) de

400

males dans 'observation de I'échantillon.

Supposons I'équiprobabilité male/femelle a chaque natssautrement dit que = 0, 5.

Pour un échantillon de = 400 naissances, l'intervalle de fluctuationfeest

1 . 1 _ 1 . 1 _ .

[p Nk p+ n } [0.5 7260 ;0.5+ 7260 J [0.45, 0.55].

Notre observatiorf, = 0.515 appartient a l'intervalle de fluctuation : elle eshd@onforme a
I'hypothesep = 0,5, qui n'est donc pas rejetée au rique 5%.

1.2. En premiére : avec la loi Binomiale

On s’appuie ici sur le document d’accompagnement qui pedeisontenu « Utilisation de la loi
binomiale pour une prise de décision a partir d’'une fréquencet la capacité correspondante, « Exploiter
I'intervalle de fluctuation a un seuil donné, déterminéaidie de la loi binomiale, pour rejeter ou non une
hypothése sur une proportion », des programmes du lycée.

Considérons une variable aléatoXele loi BinomialeB(n,p). Cette variable aélatoire est a valeurs
entiéres dans l'intervallgo,n].

On cherche a partager l'intervall®,n], ou X prend ses valeurs, en trois intervall@sa — 1], [a,b] et
[b+ 1,n] de sorte qu&X prenne ses valeurs dans chacun des intervalles extrémear@y@robabilité proche
de 0,025, sans dépasser cette valeur.

En tabulant les probabilités cumuléeeX < k), pourk allant de 0 an, il suffit de déterminer le plus petit
entieratel queP(X < a) > 0,025 et le plus petit entidrtel queP(X < b) > 0,975, c’est-a-dire
P(X > b) < 0,025. Autrement dita est le plus grand entier tel qiX < a) < 0.25. On observe aussi que
a<bhb.

OnaainsP(X<a)uU(X> b)) =P(X<a)+P(X>Db)<0.05

etdoncP(a< X< b) = P((X<a)U(X> b)) >0.95, en étant "assez proche" de 0.95.

CommeF, = % on aainsP(% <Fn< %) > 0.95, en étant "assez proche" de 0.95.

La regle de décision est la suivante : si la frequence obsé&nappartient a intervalle de fluctuation a
95% [% % } on considere que I'hypothese selon laquelle la propodsgip dans la population n’est pas
remise en question et on I'accepte ; sinon, on rejette I'thygme selon laquelle cette proportion vaut

Pourn > 30,np > 5 etn(1-p) > 5, on observe que l'intervalle de fluctuati@%, %} est sensiblement

% , P+ 1 J proposé dans le programme de seconde.

Jm

le méme que l'intervalle p —

Utilisation pour la prise de décision : analogue a ce quiaseh seconde

1.3. En terminale : avec la loi Normale

Fn—p
[p1-p)
n
normaleN(0; 1).

On détermine le réel, tel queP(-u, < U < u,) = 1 - a. Poura = 5%, on augos = 1.96.

On s’appuie sur le fait que siest suffisamment grantll = suit approximativement la loi
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On en déduit I'intervalle de fluctuation asymptotigig, = [p— JM Ug; P+ JM uaJ au

niveau 1- a.
Conditions d’applicationn > 30,np > 5 etn(1 - p) > 5, seuil 1- a.

Utilisation pour la prise de décision : analogue a ce quiaseh seconde et premiére.

Lien avec l'intervalle de fluctuation au seuil 95% donné eoade :
1 1
- pour toutp € [0,1],ona0< p(1-p) < x 0< Jp(l-p) <=

JM U < 1:96 1 et donc on a Iinclusion d’événements

2w
IFp < IF) = |:p— % P+ L } et doncP(Fy € IF,) > P(Fy e IFp) = 1—a = 0.95:
IFp = [p— — P+ % J est un intervalle de fluctuation d&, de niveau (supérieur ou égal a)

l-a= 0.95
- pour toutp € [0.2,0.8,0na0.16< p(1-p) < 0.25,0.4< /p(1-p) < 0.5etdonc

1 _ 1 [p(1-p) 1 _ 1
0.784—— =0.4x1.96 < e $0.5%x1.96— =0.98—.
/N * Jn - ot * /N /N

2. Intervalle de confiance : en seconde et en terminale

2.1. En seconde

L’appartenance dE,, a l'intervalle de fluctuatior[p - ﬁ PP+ ﬁ J équivaut a I'appartence gea

1 . 1
[Fn—ﬁ,Fn-i-ﬁJ.

Ainsi, l'intervalle de confianc{Fn 1. Fn+ ﬁ J contientp avec une probabilité d’au moins

Jﬁ 1
0,95.
Sur les simulations, on observe quest dans l'intervalle f, — T  fn— %J pour environ 95% des
échantillons.

Utilisation de I'intervalle de confiance pour I'estimatiolep inconnue : a partir de 'observatidp, on
obtient une fourchette contengméau niveau de confiance 0, 95.

Exemple d’intervalle de confiance
Reprenons I'exemple précédent, pour lequel on a obggryé). 515 sur un échantillon de tailfe= 400.
Intervalle de confiance de la proportipn

f— —L : f,— —L J=[0.515—;;0.515+;J= 0.465 : 0.565.
[" Jgactooym /200 200 [ 3

2.2. En terminale

Le résultat vu en seconde est validé par le calcul de I'iatitande fluctuatiorlF |, vu ci-dessus.

L'intervalle de confiance{fn - f% Uy , fn+ f% uaJ vu dans le supérieur n’est pas au

programme.
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3. Nouvelles notions en terminale

3.1. Variable centrée réduite

Une variable aléatoir¥ est dite centrée réduite si son espérance est nulle et sartymavaut 1, ce qui
s'écritE(X) = 0eto(X) = 1

Soit maintenant une variable aléatoX¢elle queE(X) = meto(X) = o # 0; on a dona > O.
La variable aléatoir&X — ma une espérance nulle.
La variable aléatoireé a un écart-type égal a 1.
La variable aléatoir& = % a une espérance nulle et un écart-type égal a 1. On diZ gsela
variable aléatoire centrée réduite associ&e a

Valeurs deX et valeurs de.

Si X prend ses valeurs entagetb, X — mprend ses valeurs entee- metb—metZ = % prend ses

a-—-m b-m
valeurs entre 5 et=5 .

On a alors, pour toute valelrde X, P(X = k) = P(Z = ijm>

Exemple ave, de loi BinomialeB(n; p), avecp € 10,1[

On aE(Xn) = npeto(Xn) = /np(1-p).

CommeX, prend ses valeurs entre OretX,, — np prend ses valeurs entr@p etn — np et
Xn—np -np np n—np n(l-p)
Z, = ——— prend ses valeurs entre: =— et = .
Jne(I=p) Jnt-p) V1P " /ap(I-p) g
On a alors, pour tout entidrcompris entre 0 et, P(X, = k) = P(Zn = ijm> = ( E)p"(l -p)"k
On aE(Z,) = O eto(Z,) = 1.

Visualisation graphique sur la feuille Excel.

Intérét de centrer et réduire : 'espérance et I'écart-typeé, ne dépendent plus de ceux ¥g

3.2. Loi normale centrée réduite N(0; 1)

Considérons une variable aléatoXgde loi BinomialeB(n; p), avecn = 100 etp = 0,5, et la variable
aléatoireZ, = X”%SO centrée réduite associeXa

Construisons le diagramme en batons de la loi de probabtéiz.

Construisons un histogramme associé : a chaque Vieleufait correspondre un rectangle dont I'aire est
égale &P (Xn = k) = P(Zn = %) et de base de Iongue% centrée surk_%.

Les sommets des batons, comme les bords supérieurs degtestdont apparaitre une courbe en cloche,
I'aire située sous cette courbe étant voisine de l'aire a@édaion des rectangles.

De Moivre a découvert que cette courbe représente la fondééinie parf(x) = % =
T
On obtiendrait par exemple :
60 60 100
P(45< X, < 60) = > PXa=k) = > ( 180) (%) ~ 0.8467.
k=45 k=45 60
_p(45-50 . Xa—50 _ 60-50) _ p,_ _ _ k=50
- p(45250 < X250 . 60— )—P(lSZnSZ)—k_Z%P<Zn— =0)
~ jz L &% dx = 0.8186 _
). 7 . .
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Conjecture.
Lorsquen devient grand, @ fixé, la largeur des rectangles‘/% est de plus en plus petite.
np(L-p

L’aire correspondant B(a < Z, < b) semble se rapprocher de l'aire située sous la courbe enesloch

b
c'est-a-dire dq. 1
a /21

><2
e z dx
J2

Théoréme de MoivrelLaplace
On suppose que pour tout entierla variable aléatoirX, suit la loi BinomialeB(n, p).

On poseZ, = n_ , variable centrée réduite associé€a

np
ynp(l-p)

b 2
Alors, pour tous réelaetbtels quea < b,ona: limP(a < Z, < b) = J- 1 e%dx
a

J2r

Définition. Loi normale centrée réduite V(0; 1).

Posond(x) = ; e‘é pour tout réek
T

Une variable abléatoirﬁ suLt la loi normaleN(0; 1) si, pour tous réela etb tels quea < b, on a:
2
P@<X<b)=| f(x)dx= 1 e%dx
( ) = ], foodx= [ —2=
La fonctionf est appelée fonction de densité (ou densité de probalikté loi V(0; 1).

On aE(X) = 0, Var(X) = 1 eto(X) = 1.

Conséquence sur la loi d&,.

Rappelons quén = % On a alorZ, = Xo—p  _ _ Fn-p

Jnp(1 - p) /m1gp)'

Le théoreme de Moivre-Laplace indique alors que, poassez grand,, =

Fn—p

suit
approximativement la loi normal&(0; 1).

Théoreme
Si X est une variable aléatoire suivant la loi normafg; 1), alors, pour toutr € ]0, 1], il existe un
unique réel posititi, tel queP(-u, < U < u,) = 1-a.

3.3. Lois normales \(u; o)
Définition.

Une variable aléatoir¥ suit la loi normaleN(u; o) si la variable aléatoirg = X; £ suit la loi normale
N(O; 1).

C’est une loi a densité, en ce seng gu’il existe une fongidéfinie surR telle que, pour tous réeésetb
telsquea < b,ona:P(@a< X<b) = J. g(x)dx.
a

On aE(X) = u, Var(X) = o2 eto(X) = o.
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3.4. Loi uniforme sur un intervalle [a,b]

Définition.
Soient deux réela etb tels quea < b.
Une variable aléatoir¥ suit la loi uniforme sufa, b] si pour tous réels etdtelsquea < c < d < b,ona

d
Plc<X<d) = I f(x)dx, avecf(x) = 1 pour toutx danga, b].
C

b-a
Ce qui donné’(c < X < d) = %.
Proposition

Si une variable aléatoir¥ suit la loi uniforme sufO0, 1], alors la variable aléatoiré = (b — a)X + a suit
la loi uniforme surfa, b].

Ce résultat montre que I'on peut simuler la loi uniforme [@)b] & partir la loi uniforme suf0, 1].
On a méme un résultat plus général.

Proposition
Soit X une variable aléatoire & sa fonction de répartition.
Si Fx est continue et strictement croissante, alors
-Y = Fx(X) est une variable aléatoire de loi uniforme §yrl].
- si U suit la loi uniforme suf0, 1], alorsZ = F3}(U) suit la méme loi que.

On peut utiliser ce dernier résultat pour simuler la loi exgrttielle.
3.5. Loi exponentielle

Définition.
Soit un réell > 0.
Une variable aléatoir¥ suit |la loi exponentielle de paramétesi pour tous réels etd tels que

d
O0<c<dona:PP(c<X<d) = _[ f(x)dx, avecf(x) = Ae™™ pour toutx > 0.
C
Ce quidonnéP(c < X < d) = e* — e eten particulieP(X < d) = 1 - e

4. Méthode de Monte Carlo et applications

Voir [D-M].
La méthode de Monte Carlo peut étre définie comme toute tggamumeérique de résolution de
probléme au moyen d’'un modéle stochastique dans lequell@® utes nombres aléatoires.
Développée vers 1949, elle est attribuée a John von Neuni&taraslav Ulam (mathématicien
américain. La référence au casino rappelle que la roulettagt de générer des nombres aléatoires.
Elle peut étre utilisée pour :
- I'estimation d’une surface
- I'estimation d’une intégrale
- les problemes de files d’'attente
- la gestion des stocks,
- le rendement d’un investissement.
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4.1. Estimation d'une aire

Exemple introductif.

Supposons gque nous voulions estimer I'aire d’'un carré de@ét

Bien sdr, on sait que cette aire est 0.25. Comment trouveestiraation de ce résultat.
Ce carréC = [0,0.5 x [0, 0.5 est évidemment inclus dans le caeé= [0, 1] x [0, 1].

Si I'on placen points aléatoirement dans le cafpécertains seront dar@ d’autres non.

Les coordonnées d’un point aléatoire correspondent a daibles aléatoires indépendankest Y de
méme loi Uniforme suf0, 1].
Onaalorp=P((X,Y) e C) =P((0<X=<0.5N(0<Y<0.5)=--=0.5x0.5=aire deC.

Ainsi, lors de I'expérience de Bernoulli "placer un poinhd®", I'événementA "le point est dan€" a
pour probabilitép = aire deC.

Un échantillon den points, obtenu pam répétition indépendantes de I'expérience, nous fourmies aine
estimationf, dep.

Simulation
Nous devons simuler deux échantillons de taillge la loi Uniforme suf0, 1]. Le premier donnera les
abscisses, le second les ordonnéesdesnts aléatoires.

Pour chaque point, on regarde s’il est d&su pas. On compte le nombne de points dan€ puis on

obtientf, = n_r%;

Il s’agit de la méthode dite "du rejet"”

Cas général
1) SiRest une région d& = [0,1] x [0, 1], alors on &P((X,Y) € R) = aire deR. On procede alors
comme dans I'exemple précédent.
aire deR

2) SiRest une région d& = [a,b] x [c,d], alors on &P((X,Y) € R) = -a)yd—o)

On procéde fagon analogue, en simulant deux échantilloteilteen de la loi Uniforme sufa, b] et[c,d].
4.2. Estimation d’une intégrale

Si h est une fonction positive, alofél1 h(x)dx est I'aire située sous la courbe représentative @ peut
donc appliquer I'estimation précédente.

Méthode de I'espérance
On peut estimer I’intégralfs:1 h(x)dx des lors qud = gf avecf densité de probabilité.
g(x) six € [a,b]

Considérons une variable aléatoXele densitd et posongj(x) = 0s
sinon

OnaalorE@(X)) = |~ ge0fx)dx = | ge0fx)dx = | h(x)dx
Le probléme est donc d’estimE(g(X)).

n
A partir d’'un échantillon(Xy, ...,X,) de taillen de X, on a I’estimateul% > PXi).
i-1

Exemple : estimation d.fs;w xe*dx

Cette intégrale n’est autre qi€X), avecX de loi exponentielle de paramétre 1.
Pour la simulation, on peut utiliser le fait quel$suit la loi uniforme sufo0, 1], alorsX = —In(1 - U) suit
la loi exponentielle de parametre 1.
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5. Applications diverses

5.1. Marche aléatoire sur un graphe a trois sommets
Voir exercice 8 de la deuxiéme liste d’exercices.

Une puce se déplace indéfiniment entre trois points et C.

Au départ (étape 0), elle est énA chaque étape, elle quitte sa position et gagne indifférent I'un des
deux autres points.

On suppose construit un espace probab{li3gA4, P) modélisant cette suite infinie de déplacements.
Pour tout entier naturel, on considére I'événement, (respectivemen, etC,) : "la puce est e\

(respectivemerB et C)” a I'issue de lan-eme étape, et la probabilite (respectivemeng, ety,) de
I'événementA, (respectivemerB, etCp).

On posexg = 1, fo = O etyo = 0.

L’objectif est de calculewn, 5, ety pour tout entien > 0 ; autrement dit la probabilité que la puce se
retrouve em, B et C au bout den déplacements.

A l'aide de la formule des probabilités totales (utilisaesgrobabilités conditionnelles), on peut
Onyl = %,Bn + %Vn

démontrer que pour tout entier> 0, Pri1 = %an + %yn

Y1 = %an + %,Bn

Anit an
Ce qui peut s’écrire matriciellemeKt., = Bri1 =M| Bn = MX,, avec
Y1 Yn
EE:
M= 3 0 3
34

Les termes de la matridd sont les probabilités de transition d’un point du graphe autre. Par
exemple P(An:1/An) = 0 etP(An1/Bn) = %
On démontre alors, par récurrence, que pour tout entieB, X, = M"Xo.

On est donc ramener au calcul &, ce qui utilise en général la diagonalisation/trigonaiesd... deM.

Sur le cas étudié qui est relativement simple, on ppeut tieparsysteme et trouver des relations de
récurrence vérifiées séparément par chacune des tras suit

Ici, on a, pour tout entiem > 0, Bn = yn €tany = %(1— an).

n
L’étude de la suitéan) .o, qui est arithmético-géometrique, conduit a I'expressipn- % (— 1 ) + %

2
1 n
On en déduit alors quén = yn = an = %(—%) + % = —% —% + %
Une activité de simulation pour estimer= an.
On se fixe une valeur dd, par exempléN = 10.
Utiliser le tableur ou la calculatrice pour :
- pour simuler lesN = 10 déplacements de la puce ;
- répétem = 100 fois lesN = 10 déplacements ;
- obtenir la fréquence de réalisation de I'événenfant
- comparer avec la probabilité de I'évenemagt
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5.2. Modéle de diffusion d Ehrenfest
Extrait de [M-B-J] sur http://edutice.archives-ouvertédocs/00/05/45/65/PDF/co24th2.pdf

Le modéle
C’est un modele de diffusion d’'un gaz a travers une paroigséppar les physiciens Ehrenfest (Mr et
Mme) au début du siecle dernier.
Une boite séparée en 2 compartiments A et B contient auligpalrticules. A chaque top d’une horloge,
une particule et une seule, choisie au hasard parniN,leeange de compartiment.
A l'instant initial toutes les particules sont en A.
Dans ce modéle il est important de remarquer plusieurs$goint
- la probabilité pour une particule donnée de passer de A a Bed a A est la méme, égale a1/
- cette probabilité ne dépend pas du temps ;
- le comportement d’une particule est indépendant de celiaditres particules.

L’objectif

Etudier I'évolution de la répartition des particules autdun grand nombre de déplacements de
particules.

Pour les physiciens Ehrenfest I'un des objectifs était derlee «paradoxe » de I'irréversibilite.

lls voulaient donc montrer comment, a partir de particulesé@volutions réversibles, on pouvait obtenir,
en combinant ces évolutions, une situation macroscopigéeeirsible.

Un exemple N = 2 particules.

Po1 = 1 P12 = 1/2
Eo N =] R E>
llyaN+1 = 3 états possibles| e« o |o oo
P1o = 1/2 P21 = 1
0 1 0
D’ou la matrice de transition 1/2 0 1/2 |avecp;; = probabilité de passer de I'étia¢t a I'état].
0 1 0

On peut procéder comme dans I'exemple précédent pour olésrprobabilités d’étre dans chacun des
trois états aprés déplacements.

La simulation

La simulation peut se réaliser avec le tableur Excel et Igdge de programmation associé VBA (visual
basic).

Le graphique (nuage de points) et le choix aléatoire de lkicpée qui va se déplacer (par la fonction
ENT(ALEA()*N+1) peuvent se faire directement sous Excel sans avoir reédarprogrammation.

Par contre, pour que la méme opération se répete un grandaamlfois, il est plus pratique de recourir
a la programmation (utilisation d’'une boucle : Feriton............. Nexti).

L’analyse des résultats

L'irréversibilité

Il semble impossible, en regardant la simulation pder 100, de revenir a I'état initial (toutes les
particules dans le compartiment A).

Le systeme s’équilibre apparemment autour de la positiés050

Cet état d’équilibre parait encore plus stable pour un nerdbrparticules plus grantil& 1000).

L’évolution de I'urne d’Ehrenfest est irréversible puigde systéme s’équilibre dans un état different
de I'état initial.

On peut remarquer toutefois que, lorsque le nombre de pltiest tres faibleN=2, 3....... ) le
comportement de l'urne est totalement réversible.
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Il faut donc I'accumulation d’un grand nombre de particui@gersibles pour créer de lirréversibilité.
La simulation «tempsretour.xIs » permet de constater lepootement réversible de I'urne polir
petit.

Le temps de retour
Un systeme tel que I'urne d’Ehrenfest possBide 1 états, chaque état correspondant au norkblies
particules dans le volume A,= 0,... N, qui peuvent étre choisies c(et‘ ) facons.

N
Ce qui donné_ ( t‘ ) = 2N situations possibles pour I'urne, chaque situation ne cisaat pas
k=0

forcément a un état différent.

Pour un nombré\ de particules trés grand (ce qui correspond a la réalitéypagoit aisément, vu le
grand nombre de situations possibles, que le retour a Irétetl sera extrémement rare puisqu’une seule
situation conduit & cet état.

Quoiqu’il en soit, on démontre dans I'étude des chaines d&dtajue le retour a I'état initial est
guasi-certain pour un tel systeme.

Nous avons étudié (et simulé informatiquement) le tempgteir pour 'urne d’Ehrenfest. L’espérance
du temps de retour a I'état initial pour I'urne d’Ehrenfest 2.

Pour le nombre de particules traitées dans une situationos@apique le temps de retour est donc
guasiment infini & notre échelle (et méme par rapport a ldgkunivers).

Lirréversibilité apparente de la physique statistiquedesic en grande partie due a la différence entre
I'échelle de temps de I'observateur et celle du temps deireto

Conclusion sur l'irréversibilité

L’irréversibilité de I'urne d’Ehrenfest n’est donc qu’uiikision.

D’une part elle dépend du nombre de particules mises enfiela@re part elle disparait si le temps
d’observation est illimité.

Cependant, pour les situation macroscopiques usuellasqgmombres de particules, temps
d’observation limité), I'urne présente un comportemeréversible.

La plupart des activités proposées permettent d’évaluentps de retour pour se convaincre de
lirréversibilité du phénomeéne.

5.3. Etude du principe du calcul de la pertinence dune page wel(page rank googlé

Voir [RIG] sur http://www.discmath.ulg.ac.be/mam/prate.html : la matrice cachée de Google
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